Mécanique classique | Chapitre 3 | Correction TD (M3)

On en déduit I'équation différentielle du mouvement :

Exercice n°1 e Masse ressort sur un plan incliné cours

1) On place un repére (Ozz) dans I'alignement du plan incliné. On note x la position

de la masse. Avec le repere choisi, on a: £(t) = z(t).

Bilan des forces :

o Force de rappel du ressort :

o Poids:

Fo= —k(0t) = lo) Ty = —k ((t) — Lo) W

= mg (—cos() W, — sin(a) )

o Réaction normale du support :

On applique le PFD sur la masse dans le référentiel terrestre supposé galiléen.

{

N = N7,

mi = —k(x —{ly) —mgsin(a)
0= N — mg cos(a)

On en déduit I'équation différentielle du mouvement :

k

kLo

i+ —x(t)=— —gsin
m m

2) On identifie :

3) Solution de I'ED avec les conditions initiales :

wo =

(@)

=

€ + WS x(t) = w% geq

k

m

— |et|leg = {o — % sin(a) |

’x(t) = (20 — Leg) cos(wot) + Leg

4) On rajoute la force de frottement. Le PFD donne :

{

mi = —k(x—{ly) —bi—mgsin(a)
0 =N —mg cos(a)
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.. wo .
x+—0x+w(2)x(t) = Wi Loy
Q
vVkm
Avec | Q) = | D’apres I'énoncé, on se place en régime pseudo-périodique. On

adonc:

z(t) = (20 — leg) e [cos(Qt) + A sin(Qt)] + leg

Q
Avec: |\ = wp/2Q |et| Q = wo/1 — 1/4Q2 |.

5) On multiplie le PFD par & pour obtenir un bilan de puissance.

mai=—ki(x—~ly) —bi®—mgisin(a)

d (1 ., 1 ) , o
7 (me + §k(x —4y)” + mgx sm(a)) =—-b&

d
= = (Ec+Epet + Epp) = —bi?

Onreconnait la dérivée de I'énergie mécanique (somme de I'énergie cinétique, poten-
tielle élastique, potentielle de pesanteur). Cette dérivée est négative, donc I'énergie
mécanique décroit dans le temps.

)@ (i

1) Bilan des forces : force de rappel du ressort (le poids et la réaction normale du
support se compensent). Ainsi, comme dans le cours :

Ik
wo =1/ —
m

Exercice n°2 e Masse ressort a I’horizontale

i+ wi x(t) = wily | avec:

2)Ona: x(0+) =/ |et :i:(0+) = —vg|

3) Solution générale :

x(t) = A cos(wot) + B sin(wot) + £

Avec les Cl :

x(0+):A+€0:€0 = A=0



Et:
i(t) = —Awg sin(wot) + Bwp cos(wot) = &(07) = Bwy = —vg
Au bilan,
V)
z(t) = by — —2 sin(wot)
wo
U
4) Lalongueur minimale est obtenue lorsque le sin est maximal, donc: | ;.50 = £ — bl |
wo

On remarque que cette valeur peut étre négative, ce qui n’a pas de sens physique-
ment. En pratique, si £,,;, < 0, cela signifie que la masse va entierement comprimer
le ressort puis se heurter au mur. Dans la suite, on se place donc dans le cas ou
gmm > 0.

5) Tant que la masse est en contact avec le ressort :

v(t) = —vg cos(wot)

Avant contact, v(t) = —up. Apreés contact, v(t) = .

Cv(t) /v,

Exercice n°3 e Masse ressort a la verticale

1)
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i ;F::r’:’/ e e A o] B i

!

Lo

| leq

| E 1(t)
0 Wi .

P z(t)
M
P

v!Z

2)Ona:|l(t) =Lleg + 2(1) |

3) La masse est soumise a :

o Son poids : ? =mg 7,2
o La force de rappel du ressort : ?el = —k(0(t) — bo) U,

On applique le PFD au point M de masse m, dans le référentiel du laboratoire que
I'on suppose galiléen. On projette le PFD sur I'axe (Oz) et on se place a I'équilibre.

m
log = Lo+ 22

0=mg—k(leg —Lly) = k:

4) On fait de méme pour un temps quelconque :

mi=mg—k(leg+2(t) —lo) =k 2(t) = |Z+wiz(t)=0

k
avecwg = 4/ —.
m

Exercice n°4 e Deux ressorts en dérivation

)8 §*¢

1) Bilan des forces. La masse M est soumise a :
o Laforce de rappel du ressort 1 : ?1 = —k1 (61— lo1) U,
o Laforce de rappel du ressort 2 : ?2 = ko ({1 — lo2) Uy



On applique le PFD a I'équilibre au point M de masse m, dans le référentiel du labo-
ratoire que I'on suppose galiléen.

0= —Fki (l1,eqg — Lo1) + k2 ({2,cq — Co2)

2) Un schéma montre immédiatement que :

Ui(t) = l1eq + ()

Uo(t) = loeq — (1)

3) On applique le PFD :

mxr = —k‘l (fl(t) — 601) + kiz (fg(t) — EUQ)
= —k (€1,eq + $<t> - 601) + ko (gg’eq — x(t) — €02)
—k‘l:L‘(t) — kgl‘(t)

On en déduit 'ED du mouvement :

k1 + ko

itwizt)=0] = |w=
m

4) 'analogue du ressort est le condensateur. Or, deux condensateurs en dérivation
ont une capacité équivalente : C,; = C7 + Cs. C'est bien ce que I'on retrouve
ici : deux ressort en dérivation ont une constante de raideur équivalente : k., =
k1 + ko.

.8 ¢ ¢

Exercice n°5 e Deux ressorts en série

1)Ona:

an(t) =0@)]  [2(t) = 6(t) + ()]
2) Bilan des forces. Le point N est soumis a :
o Laforce de rappel du ressort 1 : ?1 = —k1 (41 — o) U,y

o Laforce de rappel du ressort 2 : ?2 = ko (b2 — o) Uy

On applique le PFD au point NV de masse nulle, dans le référentiel du laboratoire que
I'on suppose galiléen.

0=~k (64(t) — o) + ko (E2(t) — fo) |

On en déduit :
0=—-k (:L‘(t) — 52(t> — 60) + ko (gg(t) — 50)

_ B sk
"k + ko i+ ko "

= fg (t)
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3) Le point M est soumis uniquement a la force de rappel du ressort 2 : ?2 =
_k2 (62 - EO) 7:n

On applique le PFD au point M de masse m, dans le référentiel du laboratoire que
I'on suppose galiléen.

k ko — k
mx = —k’g (ﬁg(t) — 50) = —/{2 < ! x(t) + 2 ! f() — £0>

k1 + ko ki1 + ko

On en déduit :

. keq . k1ko
wo = m keq - k1 + ko

i+ wi x(t) = wi - 20| avec:

4) l'analogue du ressort est le condensateur. Or, deux condensateurs en série ont
une capacité équivalente :

1 1 1 C1Cy

o Gte T YT oo

Remarque : la position d’équilibre de la masse m vaut : /., = 2{y. Elle ne dépend
gue du choix de l'origine de repére.

.8 ¢ ¢

Exercice n°6 e Molécule diatomique

1) La masse m; est soumise uniquement a la force de rappel du ressort
1=k (2a(t) — 21(t) — L) o

Onapplique le PFD surm1, dans le référentiel du laboratoire que I'on suppose galiléen.

@ = k(@a(t) —@1(t) — o) |

2) La masse my est soumise uniquement a la force de rappel du ressort
Fo= —k(2(t) — 21(t) — o) W

Onapplique le PFD sur mso, dans le référentiel du laboratoire que I'on suppose galiléen.

ma iy = —k (wa(t) — a1(t) — o) |

3)Ona:



On en déduit :

i+ wi u(t) = wi lo| avec:

k
wo = —
)2

D’apres les conditions initiales, u(0) = d. On en déduit :

u(t) = (d — o) cos(wot) + o |

4) D’'apres les questions 1 et 3, et a I'aide des conditions initiales, on a :

i = W’; (A= fo)cos(eat) = |1(t) = - (4~ 1) (1 = cos(unt)

D’apres les questions 2 et 3, et a I'aide des conditions initiales, on a :

Gy = ﬂ’; (d—lo) cos(wot) = |aa(t) =d— m% (d — €o) (1 — cos(wot))

Exercice n°7 e Modélisation d’un haut-parleur

1) La force de rappel du ressort vaut :
Fo=k(0t) — )T = —k a(t) Uy

Ainsi, le PFD appliqué a la masse dans le référentiel du laboratoire supposé galiléen
donne:

K

o} k
R — o — el s @ ko Ko
mi i(t) — az x(t) = x—l—m:r—l—mﬂc() mz()

2) Sous forme canonique :

K k k
i?—i—%ﬁc%—w%x(t):ai(t) avec: wo:\/; QZ\/Tn

3) Lexcitation est sinusoidale, donc la réponse en régime établi I'est elle aussi (RSF).

4) On passe en notation complexe :

W
<—w2 + 62()]004‘@(2)) Xm =

KI,,/m

2 2 wo .
wh — W+ —= Jw
Q

K
— Iy, = |[Xn=
m Am
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5)Ona:

KI,,

xn(0) = 2

Xm(o0) =0

6) Calculons le module de 'amplitude complexe.

KI,,/m _ Klp/m

\/(wg s <cL)C2m))2 Vo)

X, est maximale (résonance) lorsque g(w) est minimale. Or,

Xon = [ Xm| =

dg w2 w2
e —4w (wg—wQ) +2wQ—% = 4w <w2—wg+%§2

La dérivée s'annule pour w = 0 et pour :

/ 1
Wres = W 1_TQ2

La résonance n’existe que si () > 1/\/5

7) Lorsque w = wp, ¢ = 7/2. On en déduit donc (attention a I'échelle du graphe mal
indiquée...) :

wo = 1200 rad-s~*

Exercice n°8 e Le bleu du ciel ) 8 & ¢
1) On applique le PFD a un électron dans le référentiel de son noyau supposé galiléen.
— —
d’OM dOM — 7
mW:—OZT—kOM:—G OCOS(UJt)

On met sous forme canonique :

p— —
d’OM  wy dOM —
= to @t w2 OM = —w} X cos(wt) Uy
k vk
Avec : woz\/; et inam .




2) En projetant le PFD sur chaque axe, il vient :

it Dt wd a(t) = —wiXo cos(wt)

Q

. wo .
y+50y+w3y(t)=0

é+%éz+w82(t):0

Sur y et z, on a une ED l'oscillateur amorti sans second membre. En régime per-
manent, on adonc|y = 0|et|z = 0| Le mouvement se fait donc selon I'axe (Ox),

c’est-a-dire colinéairement a Eo.
3) On est en RSF. On note E = Ey et i, et d = A ¢t 7L,.. Le PFD projeté selon
x en complexe donne :

2 2
(”wo'/Q‘%)Am:—w%Xo 5 An= 0
w jw

11— (=) +2=

(wo) Quo

Jjw w?

4) Sous ces conditions,

£<<1 et L<<1 = |A, ~ X,w?
wo Qwo e

5) L'énoncé affirme que :

2 4
Pray x Ay, o< w

Ainsi, avec A\, = 750 nm et A\, = 450 nm, ona:

pray,b ~ 8

Pray,r

Les électrons éclairés par le soleil émettent donc 8 fois plus de bleu que de rouge. Le
ciel nous apparait alors bleu.

ki

Exercice n°9 e Masse guidée par une tige horizontale

1) La masse est soumise a :

ﬁ = —mg i,

o Son poids :
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o Une force de rappel élastique : ?el = —k(l—{) 7OM. On remarque que :
—
oy = OM/OM etque OM = { = /a2 + z2. Ainsi :

Fou=TFu=—k <1— b

m) (—a s + 27y

o La réaction normale du support : ﬁ = N7,

Le PFD appliqué a la masse dans le référentiel terrestre supposé galiléen, et projeté
sur I'axe (Ox), donne :

mdﬁ——kx(l—go>
- Ja + 22

2) On cherche les positions d’équilibre, donc & = 0. Ainsi :

Y4
0= kg |1 2
\Ja? 4 a2,
On en déduit :
Teg =0

Y4
1-—2  _9 = Teq = £/ 03 — a?

\/ a2 4z,
Onadonc: qui existe toujourset| x4 = % /E% — a? |qui existe uniquement

si: {y > a.

3) On suppose que a > ¢y et on pose : x(t) = xg + &(t) = (t). Ainsi, Z(t) = &(t).
On effectue de plus un DL a I'ordre 1 (on néglige donc les termes en £2) en e(t) de
I’ED.

Ona:

2 12 _ 1 EQ_I/QNE
(a—i—s) a <1+<a>> T a

mé:—k&?(l—go) = é—i—k(l—gO)E(t):O
a m a

—_—

2
Wo



Remarque : il faut bien a > £y pour avoir un oscillateur harmonique.

On suppose cette fois que a < £y et on pose : x(t) = x4+ + &(t). Ainsi, &(t) = &(t).
On effectue de plus un DL a I'ordre 1 (on néglige donc les termes en £2) en e(t) de
I'ED.

Ona:

1/2

(a® +2?)" ~ (a®+a2i+ Qxis)_l/z

2
\

Le PFD devient :
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